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Definisi Turunan (derivatif)

o lim flx+h)-flx)
)= h—0 h

* Bila persamaan fungsi f(x) diberikan secara eksplisit, maka kita
dapat menentukan fungsi turunannya, f'(x), f"(x), ..., f ™3(x), lalu
menggunakannya untuk menghitung nilai turunan fungsi di x = t.

* Tetapijika fungsi f(x) tidak diketahui secara eksplisit, tetapi kita
hanya memiliki beberapa titik data saja. Pada kasus seperti ini kita
tidak dapat menemukan nilai turunan fungsi secara analitik.

* Sebaliknya, pada kasus lain, meskipun f(x) diketahui secara eksplisit
tetapi bentuknya rumit sehingga menentukan fungsi turunannya
merupakan pekerjaan yang tidak mangkus



Persoalan Turunan Numerik

e Persoalan turunan numerik ialah menentukan

hampiran nilai turunan fungsi f yang diberikan dalam
bentuk tabel.

e Tiga pendekatan dalam menghitung turunan
numerik:

1. Hampiran selisih maju

2. Hampiran selisih mundur

3. Hampiran selisih pusat



1. Hampiran Selisih Maju (forward difference
approximation)
f(xo"'h)_f(xo) Fi = Jo

f'(xo) = 3 = 3




2. Hampiran selisih-mundur (backward difference
approximation)
fleg)=flxo=h) _ fo =1

f(x0) = ” =

y = flx)




3. Hampiran selisih-pusat (central difference
approximation)
flog+h)=flxo=h) _ fi—f,

f'(x0) = o = o

y = flx)




e Rumus-rumus turunan numerik untuk ketiga
pendekatan tersebut dapat diturunkan dengan dua
cara, yaitu:

1. Dengan bantuan deret Taylor
2. Dengan hampiran polinom interpolasi

 Kedua cara tersebut menghasilkan rumus yang sama.



Penurunan Rumus dengan Deret Taylor
(a) Hampiran selisih-maju

Uraikan f(x;,,) di sekitar x; :

(xi+1 - xi) \ (xi+1 —X; )2 "
Si) = fOo) + T /() + > () + ...
firi = fi+hf' +h2F"+.. .
W' =fia-f -+ ..
fi' _ fi+1_fi -h/2f,-"
h
fi' _ fi+1h_fi +0(h)

yang dalam hal ini, O(h) = h2 " (1), x;<t<xy



Untuk nilai-nilai f di xy dan x; persamaan rumusnya menjadi:

fo'= / hfo +O(h)

yang dalam hal imi O(h) = h/2 f"(¥), x;<t<Xxj .
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(b) Hampiran selisih-mundur

Uraikan f(x;) di sekitar x; :

(xi+1 — 'xi) ) + ('xi+1 —X; )2

fxi) = flo) + T N
fi = fi-hfi'+ W2 F" + ..

W' = fi-fu R+ ..
y Ji—Jfia
J h

SR+

/i _ L hf” + O(h),

yang dalam hal ini, O(h) =- h/2 f"(t), x.1<t<x;
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Untuk nilai-nilai fdi xy dan x; persamaan rumusnya menjadi:

ﬁﬁ%m(m

yang dalam hal imi, O(h) =- h/2 f"(¥), x1<t<x.
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(a) Hampiran selisih-pusat
Kurangkan persamaan (P.7.4) dengan persamaan (P.7.6):

fir-fo = 2R+ B+ ...

2hf' = fur-fi - BBL"+ ..
f'+1_f'—1 2

i = = RO+ .

J; v J;
f'+1_f'—1 2

i' — l l +0h ,

J; > (h°)

yang dalam hal ini, O(h%) = - /6 £"'(1), Xp1 <1< Xt

Untuk nilai-nilai f'di x,; dan x; persamaan rumusnya menjadi:

_h T 2
Jo'= Y +0(h”)

yang dalam hal ini, O(h*) = - h/6 f"'(f), X1 <1< Xu1.
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Rumus untuk Turunan Kedua, f’’(x), dengan
Bantuan Deret Taylor

(a) Hampiran selisih-pusat
Tambahkan persamaan (P.7.4) dengan persamaan (P.7.6) di atas :

fortfa = 2+ B f"+RN2LD +
far-2fi+fu= K f"+hM2£9

n fi _ 2](; + ][i—
fr= L e Lo 2 f®
Jadi,
o =2f. 4+ f.
ﬁ" — fl+1 fl fl—l + O(hz),

h2

yang dalam hal ini, O(h*) = - h*/12 fO(F), X1 < 1 < Xiay



Untuk nilai-nilai fdi x; , xo, dan x; persamaan rumusnya menjadi:

fb"= fl_QI’/ZfZO+f1 +0(h2)

yang dalam hal ini O(h°) = - h*/12 f @), x4 < 1 < Xi41.
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(b) Hampiran selisih-mundur

Dengan cara yang sama seperti (a) di atas, diperoleh :

+ O(h),

w_ Jia =20t
ﬁ !

yang dalam hal imi O(h) = h f"(¢), x,<t<x;

Untuk nilai-nilai fdi x, , x.;, dan x, persamaan rumusnya :

for=2= _th‘l "oy om).

yang dalam halini, O(%) = hf"(f) , Xea<t<x,




(c) Hampiran selisih-maju

Dengan cara yang sama seperti di atas, diperoleh :

i =

" fi+ _2fi+ +fi
no JmZiha Ty o,

yang dalam hal imi, O(h) = - hf"(), x;<t < X1

Untuk nilai-nilai f di x; , x;, dan x, persamaan rumusnya :

Jo

n:f2_2];.1+f0 +0(h),
h

yang dalam hal in1, O(h) =- h f"(2), x1 < t < Xj42.



Penurunan Rumus Turunan Numerik
dengan Polinom Interpolasi

 Polinom Newton-Gregory:

A A’ A’
S1{0 + 5(s-1) 2{0 + s(s-1)(s-2) 3{0 +

A" f,
n!

J @)= pux) = fo+

s(s-1)(s-2)...(s- n+1)
= F(s)

yang dalam hal ini1, s = (x-x¢)/h.



A A
o s(s-1) Ao
I 2!

f )= p,x) = fo+ + s(s-1)(s-2)

SG6-1)(s2). (5~ 1) 270

n!

= F(s)

yang dalam hal 1ni1, s = (x-x,)/h.
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(a) Hampiran selisih-maju

- bila digunakan titik-titik x, dan x; :
f 1 f 0
h

f'(xo) =1/ (Afo) =

- bila digunakan titik-titik xy, x;, dan x, :

f'xo) = Uh(Afy+ (s- 112) A°f )

untuk titik x, — s = (xo - xo)/h =0, sehingga

F'(x0) =1k Afy - 1220 )
= 1/h (Afy - 1/2(Af; - Afy))
= 1/h (372 Afy - 172 Afy)

=1/h@Rfi-32f-12H+1/72f)

=1/h32f+2f-1/21)

=3fo+4f1 -1,
2h
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(b) Hampiran selisih-mundur

- polinom interpolasi: Newton-Gregory mundur
- bila digunakan titik-titik x, dan x_; :
/ 0 f -1

f'(xo) = 1/h (Vfo) = T
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(c) Hampiran selisih-pusat
- digunakan tiga titik x; , x; , dan x;, :

f'(xo) =1hAfy+ (s-1/2) A*fy)
untuk titik x; = s = (x; - xo)/h = h/h =1, sehingga

f'(x)) =1h(Afy + 12A%F)
= 1/h (Afy + 172(Afi - Afy))
= 1/h (172 Afy + 172 Af)
=12h(fi-fo+F-fi)

Ja—Jfo
2h

untuk titik x; , xo, dan x; :

f'xo) = Eilnt S ;hf_l
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Rumus untuk Turunan Kedua, f"(x),
dengan Polinom Interpolasi

Turunan kedua f adalah

d’f  d (df) ds
dx? ds \dx ) dx
= 1/h(O+Afo+(s-1)Afy). 1/h

= UK (A2 fy + (s- 1) AYy)



Misalkan untuk hampiran selisih-pusat, titik-titik yang digunakan x, , x; , dan x;, :
- padatiik x; — s=(x; - x0)/h = h/h =1, sehingga

fr@) =R A fo+(1-1)Afo)
= 1/h* (A*fo)
= 1/h° (Af; - Afy)
= 1Un* (fo-fi +fi +fo)
=1/h° (fo-2f; +f)

- untuk titik x; , xo, dan x; :

Ja—2f0+ i

J i (xg)= 2
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Ringkasan Rumus-Rumus Turunan

1. Rumus untuk turunan pertama

f = / ;lf O +0h) (selisih-maju)
fo = Jo ;lf L+ Oh) (selisih-mundur)
f = / ;hf L+ O(K) (selisih-pusat)
fr o= 2o ”;lf = ogp) (selisih-maju)

— [, +8f, —8f_ +
fo' = S +87 112hf SRS + O(h?) (selisih-pusat)




2. Rumus untuk turunan kedua

Jo! = Uil 2}{3 * + O(h’) (selisih-pusat)
fo" = S~ 2}:;_1 o + O(h) (selisih-mundur)
o= 12 _2}? o 4 omy (selisih-maju)
f' = —Ssras iz_th 200 o) (selisih-maju)

_ = H16£, =301, +16f, — [,

e + O( h ) (selisih-pusat)

fO "



3. Rumus untuk turunan ketiga

f3 _3f2 +3f1 _fo
h3

"' = + O(h) (selisih-maju)

fHr=2A+2f,-f
2h’

fo'"' = + O(h’) (selisih-pusat)

4. Rumus untuk turunan keempat

fo—4f;+0f, —4f + f,
X
fo=4fi+6f—4f  + ],
X

ﬁ) (iv) _

+ O(h) (selisih-maju)

o = + O(h’) (selisih-pusat)



Contoh

Diberikan data dalam bentuk tabel sebagai berikut :

X Jx)

1.3 3.669
1.5 4.482
1.7 5.474
1.9 6.686
2.1 8.166
2.3 9.974
2.5 12.182

(a) Hitunglah f'(1.7) dengan rumus hampiran selisih-pusat orde O(hz) dan O(h4)
(b) Hitunglah f'(1.4)dengan rumus hampiran selisih-pusat orde O(hz)
(¢) Rumus apa yang digunakan untuk menghitung f'(1.3) danf'(2.5) ?



Penyelesaian:

(a) Orde O(I°):

o ho
o=

Ambil titik-titik x_; = 1.5 dan x; = 1.9, yang dalam hal ini xy = 1.7 terletak di tengah
keduanya dengan h = 0.2.

6.686 —4.482
"(1.7) = =5.510 empat angka bena
A 202) (emp g )

Orde O(h™Y):

" —fo+8fi =84+ />
12h

Jo
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Ambil titik-titik x, = 1.3 dan x,; = 1.5, x; = 1.9, dan x, = 2.1, yang dalam hal in1 x, =
1.7 terletak di pertengahannya.

—8.166 + 8(6.686)— 8(4.482) + 3.669
12(0.2)

5473 (4 angka bena)

ST =

(b) Orde O(K):

Ambil titik-titik x; = 1.3 dan x; = 1.5, yang dalam hal ini x, = 1.4 terletak di
tengahnya dan 7 = 0.1.
4.482 —3.669

'(1.4 = = 4. 4 k
f'a.4) 20.0) 065 (4 angka bena)
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(c) Untuk menghitung f '(1.3) digunakan rumus hampiran selisth-maju, sebab x = 1.3
hanya mempunyai titik-titik sesudahnya (maju), tetapi tidak memiliki titik-titik sebelumnya.
Sebaliknya, untuk menghitung nilai f'(2.5) digunakan rumus hampiran selisth-mundur,
sebab x = 2.5 hanya mempunyai titik-titik sebelumnya (mundur).

Hampiran selisih-maju :

oo = L2hom
h
4.482 -3.669
fiA.3) = 02 = 4.065
Hampiran selisith-mundur :
i =22 om
£12.5) = 12.182-9.974 1104

0.2



Terapan Turunan Numerik dalam Bidang
Pengolahan Citra

e Citra digital dapat disajikan oleh matriks f yang berukuran M
X N dengan bentuk

fll f12 le
_fMl fMZ fMN_

 Tiap elemen matriks adalah bilangan bulat dalam rentang
[0..255] untuk citra 8 bit.



Salah satu proses yang terdapat dalam pengolahan
citra ialah pendeteksian tepi.

Tepi merupakan feature yang penting pada suatu citra.

Tepi didefinisikan sebagai perubahan intensitas yang
besar dalam jarak yang singkat.

Perbedaan intensitas inilah yang menampakkan rincian
pada gambar. Tepi memberikan informasi batas-batas
objek dengan lingkungannya atau dengan objek yang
lain, feature untuk mengidentifikasi objek, dan untuk
terapan penapisan citra.



IR AT TR,

¥
i -
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e Salah satu pendekatamyang dipakai dalam
pendeteksian sisi adalah dengan kemiringan
diferensial (differential gradient).

e Secara matematis perubahan intensitas yang
besar dalam jarak yang sangat singkat dapat
dipandang sebagai suatu fungsi yang memiliki
kemiringan yang besar.

* Pengukuran kemiringan suatu fungsi dilakukan
dengan menghitung turunan pertamanya.



e Dalam citra digital, pendeteksian tepi dapat dilakukan dengan

cara yang mirip, yaitu dengan turunan pertamanya secara
parsial dalam ruang diskrit:

of 19 !
Ve ) = {a;/aj ) {”

e yang dalam hal ini kedua turunan parsial didefinisikan sebagai

U

Dy(x) = afgj;y) f(HAx,ij—f(x,y)
of (x,y)  flx.y+Ay)-f(x,y)
dy Ay

O
=
<
) —

[l

!



Biasanya Ax = Ay =1, sehingga persamaan turunan pertama menjadi:

 (x.

D=L~ pet - pny
 (x.

D, (y) = f(axy Y ey + D= F(x )
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Kekuatan tepi pada setiap pixel citra dihitung dengan
rumus:

Gyl =1 f.21 + 1,7
atau dengan rumus

Glfxy) = max (£ 1, | f,% )

Suatu pixel dianggap sebagai pixel sisi jika kekuatan
tepinya di atas nilai ambang (threshold) tertentu.



* D,(x) dan D,( y) merupakan hampiran selisih-maju.
Hampiran lain yang dipakai adalah hampiran selisih-
pusat, yaitu:

DQ(X)Z af(xvy) f(x-l_Ax’y)_f(x_Ax’y)

~
~

ox 2Ax

o (x,y)  fle,y+Ay)—f(x,y—Ay)

~

dy 2Ay

D, (y) =




e Operator lain yang digunakan untuk mendeteksi sisi
adalah yang berdasarkan pada operasi turunan
kedua, yang dikenal dengan operator Laplace
(Laplacian).

 Operator Laplace mendeteksi lokasi tepi lebih akurat
khususnya pada tepi yang curam.



J)

of /0x
9°f 10x*
| Y -
(a) Tepi landai (b) Tepi curam
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Jika digunakan hampiran selisih-maju, maka operator Laplace
diturunkan sebagai berikut:

= Di(D:(x)) + Di( Di(y))
= i D, (fix + Ax, y) - Di(fix,y)) + Aiy Dy(flx, y + Ay) -

Dy(fix, y))

_ {f(X+AX+Ax,y)—f(X+Ax,y) f(x+Ax,y)—f(x,y)}+

Ax Ax - Ax

1 {f(x,y+Ay+Ay)—f(x,y+Ay) f(x,y+Ay)—f(x,y)}

Ay Ay Ay
_ Slet2Axy)-2f (et Ax y)+ f(xy) |
(Ax)”

fle,y+24y)-27(x, y+Ay)+ f(x, y)
(Ay)®




(a) (b)

(a) citra botol; (b) hasil pendeteksian tepi dengan operator Laplace




